CHAPITRE 4 :

Intégrales doubles et triples



Introduction

Dans ce chapitre, nous n'allons pas développer la théorie générale de
I'intégrale d'une fonction de n variables sur une partie bornée de IR",

n > 1. Nous nous contenterons de donner des méthodes de calcul des
intégrales doubles et triples (cad n = 2, n = 3) sur des compacts
particuliers, ceux dont on peut délimiter leur frontiere par des fonctions
continues.



Intégrales doubles

Théoréme et définition.

Théoreme 1.1 (Théoréeme et définition.)

Soit A le compact de R? défini par :
A={(ry) ER*/x€ab], alx) <y <p()}, (1)
e a, b sont des réels (1 < D),

e « et B des fonctions numériques continues sur [a,b] et vérifiant
a(x) < B(x) pour tout x € [a,b].

Soit f une fonction continue sur A. On appelle intégrale double de f sur
A, le nombre,

I= /Af(x,y)dxdy = /ab </a(ﬁ:)f(x,y>dy> dx.

3/ 55




u(x)F---- ey 5

P S S e s, S USD l GEE

5

O a % b

FIGURE — Compact de IR? délimité verticalement par deux fonctions continues



Remarques

© Le théoréeme transforme I'intégrale double en deux intégrales simples
emboitées.
@ Si A=a,b] x [c,d], cad A est un rectangle de R?, alors

/A f(x,y)dxdy = / b ( / ‘ f(x, y)dy) dx.

© En échangeant les rbles de x et 1, on peut calculer I'intégrale double
de f sur le compact A de IR? défini par :

A={(xy) eR/yccd], v(y) <x<éy)}, (2)

ol ¢, d sont des réels (c < d), v et 6 sont deux fonctions continues
sur [c,d] et vérifiant y(y) < 6(y) Yy € [c,d]. On aura dans ce cas,

/A f(x,y)dxdy = / d ( A iz))f (x,y)dX) dy.
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FIGURE — Compact de IR? délimité horizontalement par deux fonctions continues



Q@ Calcul de [, xydxdy ol
A={(xy) eR*/x>0,y>0etx+y<1}.

2__

755



Cherchons d’abord une description hiérarchique du compact A. On peut
représenter A de deux manieres différentes

A={(xy) eR*/x€[0,1], 0<y<1—x}, (3)

A={(x,y) eR*/ye0,1], 0<x<1—y}. (4)
v Si A est de la forme (3), on obtient,

dxd x=1 y=1—x g
= d
/Axyxy /x:O </y_0 xyy)x
x=1 y=1-x ) d
= LU )

1 (1—x)? 1
= /Ox 5 dx—ﬂ.
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Exemples [suite]

v Si A est de la forme (4), on obtient,

y=1 x=1-y
/ xydxdy = / < / xydx> dy
A y=0 x=0
y=1 x=1-y
y=0 x=0
La-y?, 1

Notons que

/o1 </le xydy) dx = /O1 </01y xydx> dy.
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Exemples [suite]

@ Calcul de I = [, ydxdy ot A = {(x,y) € R*/x*+y*> <1%,r>0}.
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Une description hiérarchique de A est donné par :

A= {(x,y) €ER*/ye[-r1], xe [—\/r2—y2, \/rz—yz}}.

D’ou,

I = /yzdxdy

A
y=r x=1/12—Y?

= / y2< dx) dy
y=—r x:f\/@

= /Zyzw/rZ—yZdy

= 4/r 2\ /12 — y2dy.
oy re—ytay
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Exemples [suite]

En faisant le changement de variable y = rsin 6, on obtient

I = 4 /7 r*sin? 6 cos? 046 = »* /7 sin? 26d6
0 0

4 (7 (1—cos4f ot
= r/o <2 >d9— i

Notons qu'on peut représenter le compact A sous la forme

A= {(x,y) cR?*/x € [-r1], yc [—\/rz—xz, \/rz—xz}}.
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Exemples [suite]

Q Calculde I = [, it + 7 —=—dxdy ot A =[0,1] x [0,1].

Ici, A est un rectangle de R?.
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Théoreme de Fubini : Inversion des bornes

Proposition 1.1

Soit A un compact de R? admettant deux représentations de la forme (1)
et (2). Soit f une fonction continue sur A. Alors,

/Af (x, y)dxdy = /a b < /a if) )f (x,y)dy> dx = /C ‘ < /7 i(yy))f (x,y)dx> dy.

Remarque 1.1

Le théoréme signifie qu'on peut changer I'ordre d’intégration sans changer
la valeur de l'intégrale.

v
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Corollaire 1.1

Soit A = [a,b] x [c,d] un rectangle de R? et f une fonction continue sur
A. Alors,

f(x,y)dxdy = b df(x,y)dy dr= [ bf(x,y)dx dy.
A a c c a

En particulier, si f(x) = g(x)h(y) sur A, alors,

[y = ([ g@ntay)
[ ([ stwmtay)

= ([ swax) ([ nnay)




Exemple 1

Calculer f[o,l]x[o,z} %dxdy. D’aprés le corollaire 1.1, nous avons,

zyex x=1 > < y=2 2]/ >
didy — / 7 / d
02 1+ y? g <x—0 e y=0 1412 4

/[0,1] X

= [PTS In(1+47))05
= (e—1)In5.
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Intégrales triples

Soit A un compact de R3 admettant la représentation hiérarchique
suivante :

A={(xyz) € R3/x € [a,b], u(x) <y <o(x),a(xy) <z< ﬁ(x,y)é

e a et b sont des réels (a < b),

e u et v des fonctions continues sur [a,b] et vérifiant

u(x) <o(x) Vx € [a,b],

e « et B des fonctions numériques continues sur le compact
K={(xy) eR*/x€ab], u(x) <y <o)},

a(x,y) < B(x,y) V(xy) € K.
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FIGURE — Compact de IR? délimité horizontalement par deux fonctions continues

Théoreme 2.1 (Théoréeme et définition)

Soit f une fonction continue sur le compact A défini par (5).
On appelle intégrale triple de f sur A, le nombre

b o) [ Blxy)
[= / F(x,y, 2)dxdydz = / { / ( / f(x,y,z)dz> dy} dx.
A a u(x) a(xy)




Q Calculer I = f[oﬂ

I = /xx:_oﬂ [/y:n (/Z:;r cos(x +y — z)dz) dy] dx
= L sty -2 ay )

= /xx_n </yy_n [sin(x +y) —sin(x +y — )] dy) dx

—0 =0

= [ (ot ) —conte

P cos(x +y — z)dxdydz. On a

= /On [2cosx — cos(x + 1) — cos (x — )] dx

= [2sinx —sin(x + /1) — sin (x — ”)]g =0.
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Exemples [suite]

Q Calculer I = [, mdxdydz ol

A= {(x,y,z2) ER¥/x>0,y>0z>0etx+y+z< 1}.
Une description hiérarchique du compact A est donné par :
A={(x,yz) eR*/xe[0,1],y€[0,1—x], etz€[0,1—x—y]}.

D'ou,

x=1 y=1—x z=1—x—y 1
I = / / / sdz | dy| dx
x=0 |Jy=0 2=0 (1+x+y+2)

z=1-x—y

-1

dy] dx
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Exemples [suite]

x=1 _ y=1-x
;= L [1 _ y} dx
2 x=0 (1 +x+ y) 4 y=0

AT T S U PO
2Jo 2 4 1+x 2 16
Q Calculer I = [, ydxdydz ol

A={(x,yz) eR*/x>0,y>0,x*+y* <z<1}.

Une description hiérarchique du compact A est donné par :

A:{(x,y,z) E]R3/O§x§1,0§y§ \/1—x2,x2—|—y2§z§1}.
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x=1 [ y:\/@ z=1
Donc, I = / / y</ dz) dy| dx
x=0 I y=0 z=x2+12
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Propriétés des intégrales multiples

Soit A un compact de R", n =2 oun =3, f et g deux fonctions
numériques continues sur A. Par la suite, pour simplifier les notations, on
note x = (x1,X2,...,X,) et dx = dxydxy ...dx,.
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Linéarité

Proposition 3.1

Pour tous réels A et u, on a

J 1760+ g0l dx = A [ fxax+ [ glx)ax

Positivité
Proposition 3.2
Si pour touty € A, f(x) >0, alors [, f(x)dx > 0.

Monotonie

Proposition 3.3

Si pour tout x € A, f(x) < g(x), a/ors [ f(x)dx < [, g(x)dx
En particulier, | [, f( x)dx‘ < [, If(x)] dx.
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Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 3.4

Aires et volumes

Proposition 3.5

Sif est une constante égale a 1 sur A, alors

e Pourn =2,
/ dxdy = Aire (A).
A

e Pourn =3,

/ dxdydz = Volume (A) .
A
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Additivité selon les domaines

Proposition 3.6

Soit Ay et Ay deux compacts de R? tel que :
Aire(A1 N Ap) = 0 et f une fonction continue sur Ay U Ay. Alors,

A1UA2f (x,y)dxdy = /A 1f (x, y)dxdy + /A zf (x, y)dxdy.

| \

Exemple 2

Calculer
/ xy*dxdy
A

ou A est la partie bornée par I'axe des x positifs et les droites d'équations
y=2x,y=2xetx=1.
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Exemple 3

&
3+

9

e Si on représente le compact A sous la forme

A={(xy) € R*/xc[0,1], —2x <y < 2x},

v
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Exemple 4
x=1 y=2x
alors, / xyPdxdy = / X ( / y%ly) dx
A x=0 y=—2x

1 37y=2x
= / x[y] dx
0 3 y=—2x
16 1, 16
= 3 x*dx = 5

e Sil'on considere A comme réunion de deux compacts,
A = A UA; avec

b o= {xy) eR/yeo2), %g x<1

H,_/

| /\

Ay = {(x,y)ele/ye[—Z,O],zyg

1},
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Exemple 5

alors,

2dxd :/ 2dxd / 2dxd
/Axy xdy Alxy xay + Azxy xdy

2, 1 0 1
= /oy (/y xdx)dy—i—/_zy </_gxdx)dy.

2

Dans ca cas, on a deux intégrales a calculer au lieu d’une seule intégrale.
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Changement de variables

Théoreme de changement de variables et exemples

Soit U et V deux ouverts de R" et ¢ : U — V une application
différentiable sur U telle que
Vx = (x1,x2,...,%) €U, ¢ (x) = (¢1(X), 92 (X),...,¢n(x)).

@ On appelle matrice jacobienne de ¢ sur U, la matrice carrée

d’'ordre n définie par :

) )
o ¢ IR 69
Jo (x) = : ; , x€ U
9@y AP
aﬁl (x) ce afn (x)

@ On appelle jacobien de ¢ sur U, le déterminant de la matrice
jacobienne de ¢ et on le note det [], (x)] .

v
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Définition 4.2
Soit U et V deux ouverts de R" et ¢ : U — V une application. On dit
que ¢ est un difféomorphisme de U sur V si ¢ Vérifie les trois conditions
suivantes :

(i) ¢ est bijective;
(ii) @ est de classe C!;

(iii) ¢! est de classe C.

Proposition 4.1

Soit U et V deux ouverts de R" et ¢ : U — V une application. Pour
que ¢ soit un difféomorphisme de U sur V, il faut et il suffit que ¢ soit
bijective, de classe C! et que son jacobien ne s'annule pas sur U.
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Exemple 6

Soit U = {(r,0) € R*/r €]0,1[, 6 € ]0,27t[} et ¢ I'application définie
sur U par :

@ (r,0) = (91 (1,0), 92 (r,0)) = (rcosf,rsinf).

Montrons que ¢ est un difféomorphisme de U sur ¢(U).

e Montrons que ¢ est de classe C.
Les fonctions, @1 et ¢, sont de classe C* sur U.
Donc ¢ est une fonction de classe C* sur U.
Dot ¢ est de classe C'.
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Exemple 7

e Montrons que ¢ est bijective.
Soit (x,y) € @ (U).

X = rcosf

(x,y) = @(r,0) = (rcosf,rsinf) <

y = rsin6.
Dot, x*>+y*=r%
Comme r € 10,1, on déduit que

Yy

/ X .
r= x2+y2; COSQZW; Slngz\/T—yz.

Connaissant cos 6 et sin@, I'angle 0 est défini a 27t preés.

Or, dans U, 6 € ]0,27].

Donc, V (x,y) € ¢ (U), 3! (r,0) € U tel que

(x,y) = @ (r,0) = (rcos@,rsinb) . Donc, I'application ¢ est
une bijection de U dans ¢ (U).
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Exemple 8

e Montrons que le jacobien de ¢ ne s'annule pas sur U. La
matrice jacobienne de ¢ est donnée par :
991 991 9x ox
or 00 or 20
99> 992 Yy Yy
or 20 or a0
cos 0 —rsin6
sin 0 rcos 0
cos 0 —rsinf
Donc, det[J, (r,0)] = =r.
sin 0 rcos 6
Ce jacobien ne s'annule pas sur U. En vertu de la proposition
(4.1), ¢ est un difféomorphisme de U sur ¢ (U).
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Théoreme 4.1 (théoreme de changement de variables)

Soient :

v" K un compact de R",
0 0 [
v @ un difféfomorphisme de K sur ¢ (K) (K désigne

l'intérieur de K),

V' f une fonction continue sur ¢ (K) = A.

Alors, on 3 /A F(x)dx = /K (fop) (y) |det [J, (¥)] | dy.  (6)

v

Remarque 4.1

© On utilise le changement de variables soit pour s'implifier les
compacts, soit pour s'implifier les calculs.

@ Sin=1 (c.a.d on se place dans R), la formule de changement de
variables pour les intégrales simples est un cas particulier de la
formule énoncée dans le théoréme 4.1.

v
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Remarque 4.2
En effet, soit ¢ : [a, B] — ¢ ([&, B]) une fonction bijective de classe C*

sur &, B].

Cette notion correspond a celle de ¢ difféomorphisme de |, B[ sur

¢ (Ja, BD)-

Soit f une fonction continue sur ¢ ([, B])

et posonsa = ¢(a), b = ¢(B).
Considérons le changement de variable x = ¢(t). On a

[rwax = [ s

- /¢(ﬁ)f[¢(t)]¢’<f>dt
= / f t)] det [J, (t)] dt

car pour une fonction ¢ de R — R, J,(t) = ¢'(t)

et det [J, ()] = ¢'(t).
g7 ) 55




Exemple 9

Q Calculer [, (x+y)dxdy ol A est le compact délimité par deux
paraboles et deux hyperboles.

A=< )€1R2/£< <2 t<y<!
WY g SYSX SV E%

Faisons le changement de variables suivant :

(w,0) = (xy) = (2.xY) -

v

7
s -
|

v
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Exemple 10

Pour pouvoir appliquer la formule de changement de variables, nous
devons calculer p = ¢!, K = ¢ (A) et le jacobien de ¢.

o Calcul de ¢ = ¢~1. Pour cela, on résoud le systéme

B — 2 x =y /3173

v =xy y = ul/30%/3,

D’ou,

(1Y) = @ (10) = (91 (1,0), 92 (u,0)) = (™", uP22)

o Calcul de K = ¢~ (A) = ¢ (A) . Pour cela, on remplace x ety par
leur expression en fonction de u et v dans les inégalités qui définissent
le compact A.

V.
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Exemple 11

Dou, K =

~1/3.,1/3)\2
{(u v) € ]Rz/i(u OT) L (u*1/3vl/3)2
7 2 — _— 7

1 1
24—1/351/3 < ul/3p?/3 < }

o Calcul du jacobien de ¢. On a

_4 1 _1 =2
ax  Jx u 393  u 303 1
det [Jp w0)] = | % 3 TR
ou

@ est bijective, de classe C* sur |%,1[ x |3,1[ et det [J, (u,v)] # 0.

v
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Exemple 12

Donc, d’apreés la proposition 4.1, ¢ est un difféomorphisme de

121 x ]z 1[sur o (21 x ]2,1])-

Calculons maintenant la valeur de [, (x + y) dxdy.

[ tyyay = [ (ol ubo) |det [J, (w,0)] | dudo
A K

11 1
303 +Us3v

I

~

N\
=

WIN
_|_ N——  ~—
w
::"—‘
=
S
=
Q

Il
W= W=
N \._‘\
N\»—l\ -
- —
= N\»—l\
| [y
RIS _
o =
~— wl»
Q
ol
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Exemple 13

@ Calculer le volume intérieur a I'ellipsoide d’équation

2 2 2

X y %
_"““,/

~ ]
4

FIGURE — Ellipsoide avec a=4, b=2 et c=1

v

42 / 55




Exemple 14

o1 a,b et c sont des réels strictement positifs. Notons E cette ellipsoide.
On a

2 2 2
_ B W A
E— {(x,y,Z) ER /a72+b72+ciz —1}.
Effectuons le changement de variables suivant :

(v y,2) = ¢ (u,0,w) = (@1 (u,0,0), @2 (0, 0,w) , @3 (1, v,w)),

avec
o1 (u,v,w) =au, ¢ (u,v,w) =bv, ¢3(u,v,w) = cw,

(x,y,z) €EE & (u,v,w) € B={(u,v,w) € R/ +v*+w* =1}.

[
On vérifie que ¢ est une bijection de classe C! sur B. Comme

9x ox ox 0 0

3u v w a
det[Jp(wow)]=|% % =10 b 0|=abc#0,

9z 2 Jz 0 0 ¢



Exemple 15

Y 0 Y
alors, ¢ définit un difféomorphisme de B vers ¢ (B) = E. La formule (6)

de changement de variables donne
/ dxdydz = abc / dudvdw = abc x volume de la boule unité
E B

4abert
3
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Exemple 16

o Ca/CUler fA dedydz OU
A={(xyz2) € R3/x > 0,y>0,z>0,x+y+z<1}.

Posons
X+y+z=uv=y+z,z=w
=
(x,y,z) =¢Wuo,w) = (u—00—w,w).

Le jacobien de ¢ est donné par :

5% %[y,
%%@:01—1:1
£ £ £ |0 0 1

On vérifie facilement que ¢ est une bijection de classe C!

v
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Exemple 17

|

Donc, d’'apres la proposition 4.1, ¢ est un difféfomorphisme de K sur
0

¢ (K) — Aot K={(wovw) eR/ uel01],0e0,u,we 00}

Par application de la formule (6) de changement de variables, on déduit
que

z w?
/ dxdydz = / —dudvdw
2 +2) EHyT2)

- (L)
- 4/ 1(/ >d”
- 116/0 Wi

61 )




Changement de variables en coordonnées polaires

(intégrale double)
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