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Exercice 1: Les intégrales généralisées suivantes sont-elles convergentes ?

1 dat ' +o0o . +oo x+1 +o00 —\/E '
)/am,0<a<1,b)/0 e dt‘,c)/O 2+1dx d)/1 e~ Vidt;

+oo arctan (

e) /Olcos( )dt; f) m / n 1+t2)d h) /1+°°Cos(x2)dx;.

Exercice 2 : Discuter, suivant les valeurs de a et f € R, la convergence des
intégrales généralisées suivantes

400 a +o0
a) / Lﬁ, a>1; b) / Lﬁ, a<1; c) / L;'L(Xdif.
a  x*(Inx) 0 x*(Inx) Jo o (1+1t2)

Exercice 3 : Les intégrales impropres suivantes sont-elles convergentes ?

1
1 +00 __
a) tantdt; b) 1 e l‘—cos1 dt;
t t t
0 1

0) /Oll_dt\/i; d) /OHo {Htln(tilﬂdt.

Exercice 4 : Donner la nature des intégrales généralisées suivantes

oo sin (t) dt +oo < smt>
a ——— b / In{1+—)dt, a>0.
) 4 Vt+sint ) 1 *

Exercice 5 : 1) Montrer que [;"® T dx est convergente.

\f

2x
dx est divergente.

COS
VX

2) Montrer que [;"

3) On pose

COS X COS X COS2 X

s = T

Vérifier que, quand x — +o0, f «~ g et que cependant, les deux intégrales géné-

ralisées [;" f (x) dx et [;"®° g(x)dx ne sont pas de méme nature. Expliquer.
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Exercice 1:

a) Pour tout x > 1, nous avons

xdt “dlint .
i = [ o = ()]} = In(inx) = In (Inal),

qui tend vers +o0o quand x — 17. ainsi, l'intégrale est divergente.

t

b) Comme on connait pas de primitive de e~ ?, on doit donc utiliser le critere de

comparaison. Le seul probleme est au voisinage de +oo. Nous avons

. _ 42
lim #2e " =0.
X—>+00

e (1
e =0 ﬁ .

dt .
Comme [;"* 72 estconvergente, ;7 e~*dt est aussi convergente. Donc, [ e~ dt

Donc,

est convergente.

<)

“+o0 x_|_1 +oo x
d >/ X
/0 2r1 = o x2+4+1 X

00 X . 400 X+ 1
0+ 2 1 dx est dlvergente. Donc, 0 2 1

dx est divergente.

d) Le seul probléme est au voisinage de +oco. Pour tout &« > 0, on a
prp—VE — p~Vitalnt __, 0, quand t — 4-o0.

En prenant par exemple o« = 2, on déduit que

1
e Vi=o (tz) au voisinage de + oo.

Par comparaison a une intégrale de Riemann, on déduit que [;"* e~ Vidt est conver-

gente.



e) La fonction t — cos?(1/t) est continue sur ]0, 1]. De plus, on a

| cos?(1/t)] < 1.

Comme |, dt est finie, on en déduit que [, cos?(1/t) est aussi convergente.

f) Le probleme est au voisinage de 0. On a est positive sur |0, 1] et

1
v/sin x

est convergente.

dx
v/ sin x

dx . .
f01 NG est convergente (intégrale de Riemann). Donc, fol

7

. . . . 7T
g) Le seul probleme se situe au voisinage de +oo. Puisque arctanx — 5 et

1 1
In(1+x?)=1In [xZ(l - xz)] =2Inx+In(1+ ;) 2 21Inx, alors

e¢]

arctan x 7T
xIn(1 4 x2) +oo xInx’

T x dx X d(Inx)

free dx estdivergentecar lim | dx = _lim =In|lnX| =
xInx X—t00"¢ xlnx X—+o0Je Inx
arctan x

+00. Par conséquent, [;"* dx est divergente (car les fonctions considé-

xIn(1 + x2)
rées sont positives).
h) Le changement de variable x?> = f ramene l'intégrale généralisée [;"* cos (x?) dx
+00 t t
a l'intégrale généralisée — / cos (¢) dt. D’apres le critere d’Abel, [;"* Mdt
21 Wt Vi

est convergente. Donc, f1+°° cos (x2) dx est convergente.

Exercice 2 : a)

eSia >1,soity €]1,af. Alors, on a

tY 1
5= /3—>0quandt—>+oo.
tx (Int)?  t*=7 (Int)
Donc,
1 1
i =
tx (Int) t

. dt dt .
Puisque [,"*® 7 converge, alors [ pra—= est aussi convergente.

(Int)P
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e Sia < 1,soity €|a, 1[. Alors, ona
t pre

= — 0 quand t — +o0.
e (nt)?  (Int)P a

(1
o\t (Int)f )

dt
to (Int)P

Dong,

. dt .. o
Puisque [,"*® Y diverge, alors [,"* est aussi divergente.
e Si « = 1, alors la fonction est de la forme f’f~#. Cette fonction admet une

primitive. D’ot1, pour tout X > g, ona
1 _

Int ’3“} =—
/X dt o SR i S
a t(Int)P

X 1

[(m X) P - (1na)*/3“} sip#£1,

[In ]lnt\]f =In|lnx| —In|lna|.

On déduit donc que [,"* est convergente ssi 3 > 1.

nt)?

En conclusion : [, convergessia >loua=1etf > 1.

t (Int)”
b) Se déduit de a) par le changement de variable t = %

¢) La fonction t — tInt se prolonge par continuité a ’origine. Donc, le seul
probleme se pose au voisinage de +oco0. Nous avons

tint Int
(1+ tZ)“ +oo f2—1"

eSia>1==2a—1>1.Soity € |1,2a — 1. Donc,

y Int
t2<x—1

=t~ (2«1 0 quand t — +oo0.

Int 1
t2cx—1_0 tiy :

Int tint
dt coverge et par suite 1+°°

t

D’ou,

dt
Comme [, Jy converge alors [;" St

t20c71 (1 + tZ)

est convergente.

Int 1
eSia<1—2a—1<1etdonc b > n quand t est assez grand. Comme

Int t20c—1
n
t2¢x71

dat
i n diverge alors [,

dt est aussi divergente.



Exercice 3 :

. tant o . tant
a) La fonction t — —se prolonge par continuité  I'origine. Donc, [ Td t

est convergente.

1. - 1
b) La fonction t — n [e t —cos (t>] est continue sur [1, +oo[. Le probléme

de convergence de l'intégrale se pose au voisinage de +oo. Pour étudier ce pro-
bleme, on va faire un développement asymptotique de la fonction au voisinage de
+00. Noua avons, au voisinage de 400,

e t —cos 1y - 1—1+i— 1—L +o0 1
t) P22 212 £2

_1,1 1
o t 2 £2

1
1—/t

convergence de l'intégrale se pose au voisinage de 1. Pour étudier ce probleme, on

¢) La fonction t — est continue et positive sur [0, 1]. Le probleme de

fait un développement limité au voisinage de 1. Posons x = t — 1. Lorsque t tend
vers 1, x tend vers 0. On a

1-VE = 1= VatT=1-[1++o(x)]

1 1
1—Vi120-1t

1
La fonction 17 n’est pas intégrable sur [0,1[ (c’est une intégrale de Riemann

divergente), on en déduit que fol dt est divergente.

1
11—t
t
d) La fonction t — 1+ tIn <t+1) est continue sur [0, +oco[. Le probleme de

convergence de l'intégrale se pose au voisinage de +oo. Pour étudier ce probléme,
on fait un développement asymptotique de la fonction au voisinage de 4-o0o. Nous
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avons, au voisinage de +oo,

t 1
ln(H—l) = In —

Dongc, au voisinage de +oo,

T4tn () =L o (L
t+1) 2t t)
Ainsi, [;™° [1 +tin (t—il)] dt est divergente.

Exercice 4 :

a) Nous avons

sin(t)  sin(f) 1 _sin (t) 1— sin (f) L sin? (t) Yo sin? (t)
Vitsint Vb (Lsn® | Ve | Ve t
Vit
_ sin(t) sin? (t) L0 sin® (t)
Vi t )
. .y sin () sin® (t)
Puisque les deux intégrales [, dtet [,/ 0 dt sont convergentes,
q grales [, = Js ( v 8
in (t) dt in? (¢
alors [,”® & est de méme nature que [, Mdt‘. Or,
V't +sint t
sin? (t) 1 cos2t
t2t 2t
2t dt
Pl Coi dt est convergente (par parties ou régle d’Abel), [, - est divergente.
) .
t t)dt
Dong, [,"® sin” ( )dt est divergente. Par conséquent, [, w est divergente.
t Vt+sint

Remarquons que
sin (f) sin (t)

VE+sint +oo  t ]
6




sin (t) dt ot [H00 sin ()

\/f+sint 4 \/f

et que cependant, les deux intégrales [, dt n’ont pas le

méme comportement.

in (t)

tique de la fonction au voisinage de +o0o donne

1 sint _sint 1sin?t sin? ¢t
n(1+ o - o _E 2 +o 2 :

Alaide d"une intégration par parties ou par application du citere d’Abel, on montre

sint sint
que [;"* =——dt est convergente. Donc, [;"®In (1 + ) dt est de mém nature
tx tx

b) Puisque o > 0, > — 0 quand t — +o00. Ledéveloppement asympto-

o0 1sin®t sin® ¢
que [, g(t)dt avec g(t) = 5 +o ( 2 ) Ona

Comme les deux fonctions sont positives, [;"* ¢(t)dt et f1+°°

L sin t
nature. Il en résulte donc que [;"*In <1 + t‘") dtet [{7

nature. En écrivant
sin? ¢ 1 cos 2t
20 T 2 ppa

in2t
1
on déduit que [;"* dt converge ssi o > 5 D'oi, [ In <1 + > dt converge
x> 1
ssia > —.
2
Exercice 5 :
t
1) [ COST it est convergente (critere d’Abel).

Vi

2) En écrivant
cos? t 1 cos 2t

VP VE

on déduit que [;"* 711 t est divergente.
3)On a

N




et que cependant les deux intégrales généralisées [, f(t)dt et [, ¢(t)dt ne sont
pas de méme nature car les deux fonctions ne gardent pas un signe constant au

voisinage de +oo.



